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OBJETIVO

El principal objetivo de este articulo es el de exponer de la forma més didéctica
posible:

1. Cuatro distancias entre los operadores de las cuatro situaciones que a continua-
cién mostramos:
WD

bajo el contexto de una analisis de correspondencias miltiples, en funcién de la T
cuadrado de Tschuprow y del nimero de modalidades de las parejas de las va-
riables cualitativas en las tres primeras situaciones, mientras que en la cuarta tan
so6lo intervendrd la T cuadrado de Tschuprow (aunque sabemos que para el célculo
de la T cuadrado de Tschuprow interviene el nimero de modalidades asocidos a las
parejas de variables cualitativas). Demostraremos que la férmula que nos permite el
célculo de las distancias entre los operadores:

(1 2)

WD =U, Diy Uy DY W:D = U; Diz UsD
asociados a los tripletes estadisticos:

( U D}l/,D)y( Us, D}Q,D), respectivamente.
es la misma que la distancia entre los operadores:

WiD = U, Diy U' DY W2D = U, Db Uy’ D

" Conferencia pronunciada el 19 de junio de 2007 en la Real Academia de Doctores de Espaiia.
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asociados a los tripletes estadisticos:

( U, DD ) y ( Us» Dib.D ), respectivamente.

2. Un ejercio diddctico y otro practico extraidos de (1,2) y (4) con el fin de
manejar los conceptos ya definidos en (1,2).

Dado que las matrices de datos no son de grandes dimensiones podremos llegar,
sin dificultad, a las matrices de distancias entre operadores mediante una simple
calculadora.

Palablas clave: Operadores WD de Yves Escoufier bajo un contexto de un andli-
sis de correspondencias miiltiple, distancia entre los operadores WD, T cuadrado de
Tschuprow.

INTRODUCCION

El hecho de que no se encuentre el calculo de las distancias entre operadores en
ningtn libro de Anélisis Estadistico Multidimensional escrito en espafiol nos ha moti-
vado contemplarlo en este articulo por su gran utilidad prictica.

A partir de los tripletes estadisticos definidos por la matriz de variables indica-
doras asociadas a cada una de las variables cualitativas, la métrica que nos permite
el célculo de las distancias entre los individuos y la métrica que nos permite el cilcu-
lo de las distancias entre las modalidades de cada variable cualitativa podemos cons-
truir los operadores y, a partir de ellos sus distancias.

MATERIAL Y METODO
Basandonos en los conceptos contenidos en (1,2) vamos a proceder:
1. Al cédlculo de las distancias entre los operadores.

2. A la aplicacioén de las férmulas obtenidas a un ejemplo didactico y otro practi-
co extraidos de (1,2) y (4), respectivamente.

Mientras que en el ejercicio didactico calcularemos las cuatro matrices de distan-
cias entre operadores obtenidas mediante las férmulas del apartado 1, en el ejercicio
préctico mostraremos una estrategia metodolégica y ademds calcularemos la matriz de
distancias entre los operadores transformados y normados.

Mientras que los resultados del ejercicio didéctico carecen de interpretacién por las
dimensiones de la matriz, los del ejercicio practico si se podran interpretar dado que la
matriz es de dimensiones(19 x 15). En este sentido, Thiery Foucart (3) comenta que un
analisis de componentes principales dard resultados interesantes si el nimero de indi-
viduos es superior a 15 y el de variables a 4.
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CALCULO DE LAS DISTANCIAS ENTRE OPERADORES

1. Distancia entre los operadores:

WiD Yy W:D

Para la pareja de operadores:

WiD Yy W:D

la distancia entre ellos se define de la siguiente manera:

d(W,D,W,D) = \/TIWD W,D)’ \/T/ W, D)’ +Tr(W,D)’ - 2T+(W,DW, D)

Sustituyendo los resultados obtenidos —referentes a las trazas de los operadores en
(1,2)- en la férmula de la distancia entre los operadores, tenemos que:

il=my IZ—IH'; p(l], 12) _ piH p+i2-|2
d(WlD,WzD)Z mi+mz-2 E E + 1
=l il Pirs Piiz

La traduccién de esta relacién en términos de estimaciones espiricas es la que a
continuacién mostramos:

. . 2
(n(z] 12) Rity N+i2

il=my i2=my
n n
d(I/VlD’WZD) = |mitm:-2 E E + 1
=l 2=l Rity - Mriz
n n

Operando convenientemente llegamos a una expresién més operativa:

il=my i2=m PRr 2
d(vlevsz)= mi+mz-2 E] EZM -1+ 1

2050 nus n

Dado que:

il-Em]iZE'nzM ] =

o5 nus nee

(mi-1)(mz-1) Tf/.lz
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tenemos,

d(W,D,W:D) = \[mﬁ‘m; [\/(’?11 I(m2-1) Thp + 1]

Por tanto,

Ad(W,D,W,D)= \/(ml-])+(mz—]) -2 A(my-1)(mz2-1) T?I,IZ

Operando de la misma manera obtendremos, sin dificultad, las otras dos distancias
entre operadores:

d(W,D,WJ,D): \/E/-])+(mg-]) -2 4 (my-1)(ms3-1) Tf;,,g

d(W,D,WsD)= \/(mz-z)+(mj-1) - 2 \J(ma-1)(ms-1) Thoss

2. Distancia entre los operadores:

W,D y W,D
[wof ~ [wof
Para la pareja de operadores:
W]D W,D
ol .l

la distancia entre ellos se define de la siguiente forma:

w,D W,D \/ W,D W,D
—— = |Tr
[w.D| [w,D| wol ~ w.ol)
’ W,D ’ w,D W,D
+ Ir -2Tr
\f(\l W,D ||) [w, D] w.o Tw.Df

Teniendo en cuenta el siguiente resultado

|w:D|=Tr(W:D) |W2D|=Tr(W.D)
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y, haciendo uso de la definicion del coeficiente RV (1,2), tenemos que:

W.D W,D

= J1+1-2RV(W:D,W:D) = \[2[ 1 - RV(W,D,W.D)]

Sustituyendo los resultados obtenidos en (1,2) obtenemos la siguiente ex-
presion:

il=my i2=my

[p(il,i2) - py,DP+i2]
+1
&)& =127 - g :221 Diiv Pii
[w.of [, Nmy m>

Operando convenientemente deducimos la expresién de la segunda distancia:

w,D W,D _ 2l N(mi-1)(m2-1) Thp + 1
[w.o]"[w,Df Jmi m2

Operando de la misma manera obtendremos, sin dificulad, las otras dos distancias
entre operadores:

W,.D W,D N(mi-1)(ms-1) Tis+ 1
d et | (2] 2 -

||W]D W3D" \/m/ ms

W,D W,D mz-1)(ms-1) Thui+ 1
d|2= 2= [2] 1 -

[w.0l" [w:p] [ ( Ve ms

3. Distancia entre los operadores:
WDy WD
Para la pareja de operadores:

W,Dy WD
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la distancia entre ellos se define de la siguiente forma:

a(wip,wip)= {Tr(wiD - WiD) =

= \/ Tr(w;p) + 1r(wsp) - 2 (Wi D W5D)

Sustituyendo los resultados obtenidos —referentes a las trazas de los operadores en
(1,2)- en la férmula de la distancia entre los operadores transformados, tenemos que:

,1_/11],2_",, o 2
d(WiD,W:D)= \/(m/ D+m-1-23 Y [pi0.i2) - py. p.]

il=1 i2=1 pi1+ p+i2

La traduccién de esta relacion en términos de estimaciénes es la que a continuacion
mostramos:

{n(i] 2) e n?r

il=my i2=my
d(W}D,WED)= (m;-1) + (m2-1)- 2 2 E b &
il=1 i2=1 it Nriz
n n

Operando convenientemente llegamos a una expresion mas operativa:

il=my i2=m a2
d(WiD.W:D)= |(mi-1) + (m2-1) - 2 E EM Ny

=1 2=l ULy M2

Dado que:

il=my i2=my ] i 2
E E[H(Z—J)L -1 = /(mi-1)(mz-1) TiI,IZ

i=1 2=l Tl N2
tenemos,

d(W?D)WZD): \/(n11-])+(mz—]) -2 \J(my-1)(m2-1) Tfm

Operando de la misma manera obtendremos, sin dificultad, las otras dos distancias
entre operadores:

d (Wi D, WD) = \(mi-1)+(ms-1) - 2 J(mi-T(ms-1) Tivs

d(wsD,w;D)= \/(mz-z)(mj-z) - 2 \J(m2-1)(ms-1) Thus
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4. Distancia entre los operadores:

WiD  W:D
[wio] " v

Para la pareja de operadores:

WD ; W.D
ZNE

W;5D

la distancia entre ellos se define de la siguiente forma:

. W;D WiD _ W)D WD :
ool oiof) ™y "{viel * el
\/T. WD 2 | w.p 2 [ wip wiD
= rr——| *+ Trl7——| - M= T
”WIDH W>D HWI D“ HWQD“

Sustituyendo los resultados obtenidos —referentes a las trazas de los operadores en (1,2)—
en la férmula de la distancia entre los operadores WD transformados y normados, tenemos que:

W,D WiD

d |7 7
[wio]

=42 (] - Tf/,/.?)

WsD

Operando de la misma manera obtendremos, sin dificultad, las otras dos distancias
entre operadores:

WD WD |_ —
’ WW =7 (1 T/m)
’ WyD , WiD =42 (] - T772./3)
o] i

Observaciones:

1. Asi como la distancia entre los operadores

WDy W D

es la misma, la distancia entre los operadores

WD WD
L

no es la misma.
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2. Entre las cuatro distancias que hemos deducido, la que utilizaremos cuando
deseemos contruir la matriz de distancias entre operadores con el fin de obtener un
dendrograma sera la distancia entre operadores transformados y normados.

3. Asi como se demuestra facilmente que la distancia entre dos variables:

Xij = )_C_/ ' Xip — X!

5T T YT e

donde

Xjy Xxj

representan las medias de dos variables de la tabla de datos cuantitativos y

Sji Yy Sy

representan las desviaciones tipicas, respectivamente, es igual a:

donde:

i

Tjj

es el coeficiente de correlacion lineal de Bravais-Pearson entre variables cuantitati-
vas contenidas en la tabla de datos cuantitatives, la distancia entre operadores trans-
formados y normados presenta una pequefia variacion en cuanto a ésta y es que en lu-
gar del coeficiente de correlacion lineal de Bravais-Pearson entre dos variables
cuantitativas contiene el coeficiente T cuadrado de Tschuprow.

Aplicacion de las formulas obtenidas a un ejercicio didactico y a un ejercicio
practico

1. Ejercicio didactico para el calculo de las matrices de las distancias entre
los operadores de Yves Escoufier.

Para la construccion de las matrices de distancias entre operadores hemos tenido en
cuenta las tres T cuadrado de Tschuprow obtenidas en el ejercicio didactico (1,2).

Thie= 0,2357 Ti;= 0,5774 Th,;= 0,8165

2 _ 2 _ 2 —
Tin = Top = Tos = 1

52



Primera situacion:
Calculo de la matriz de distancias entre los operadores WD

Aplicando la férmula ya obtenida a nuestros datos provenientes del ejercicio didac-
tico (1,2) llegamos- sin dificultad- a los resultados que nos permiten construir la matriz
de distancias entre los operadores de la siguiente manera:

d(W,D,W:D)= \/(1)+(2)-2 (1)(2) 0,2357 =1,5275

d(W,D,W.D) = 1,5275

d(WiD,WsD) = J(1)+(3)-2 J(1)(3) 0,5774 =1,4142

d(W,D,W;D)= 1,4142

d(W.D,W;D) = \/(2)+(3)-2 \(2)(3) 0,8165 =1,0000
d (W>D,W;D)= 1,0000

d(W,D,w,D)= d(W.D,W.D) = d (W:D,W;D)= 0

Por consiguiente, la matriz de distancias entre los operadores WD es:

0,0000 1,5275 1,4142
1,5275 0,0000 1,0000
1,4142 1,0000 0,0000
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Segunda situacion:
Calculo de la matriz de distancias entre los operadores WD normados
Aplicando la férmula ya obtenida a nuestros datos provenientes del ejercicio didac-

tico (1,2) llegamos- sin dificultad- a los resultados que nos permiten construir la matriz
de distancia entre los operadores de la siguiente manera:

WD WD) |l [ (1)(2)0,2357 + ]) _ 0.9546
[w.D|" [w. D] J2)(3)
a| D WD | 9546
[w.D||" [w, D]
(WlD W)L, [ (1)(3) 0,5774+1J 07653
[w.D||" [w,D] J(2)4)
WD WD |_ 4 7653
[w,D| " [wD]
w,p wip\_ |, ((263008165+1) _ S o
[w.0|" [w,D| (3)(4) ’
Wod Well 1. .5176
[w,D||" |w; D]
wo wp\_ (w,p wp)_ (WD wpD)_
[w.D|" [w.D| [w,D|"|w.D| [w,D| [w,D|

Por consiguiente, la matriz de- distancias entre los operadores WD normados es:

0,0000 0,9546 0,7653
0,9546 0,0000 0,5176
0,7653 0,5176 0,0000
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Tercera situacion:

Calculo de la matriz de distancias entre los operadores WD transformados

Dado que la férmula que se obtiene para el cédlculo de la distancia entre operadores es la
misma que en la primera situacién no es necesario exponer de nuevo los mismos resultados.

Cuarta situacion:

Calculo de la matriz de distancias entre los operadores WD transformados y normados

Aplicando la férmula ya obtenida en a nuestros datos provenientes del ejercicio
didéctico (1,2)- llegamos sin dificultad- a los resultados que nos permiten construir la

matriz de distancias entre los operadores de la siguiente manera:

d

d
[ ol

W'D W,D 2(1-02357) = 1,2364

WD WD | 1,2364
N
d W‘P ; W*D 2(1 - 0,5774 ) = 0,9193
wi' o] [w: ]
d W‘D : W’D = 0,9193
[w o] |w: o
d MM 2(1 - 0,8165) = 0,6068
[w, o] |w: o]
g| Mol WD = 0,6058
w2l T, o]
W'D W'D 4 WD WD p W,D W,D
ol ol )~ " (ws [ ol Tw: ol
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Por consiguiente, la matriz de distancias entre los operadores transformados y
normados es:

0,0000 1,2364 0,9193
1,2364 0,0000 0,6058
0,9193 0,6058 0,0000

2. Ejercicio practico para el calculo de las distancias entre operadores trans-
formados y normados.

La tabla de datos cuantitativos estd constituida por 19 panes vendidos en un en-
voltorio de pldstico y por cinco variables cuantitativas: precio/100gr (PRI), contenido
en agua (EAU), contenido en glicidos (GLU), contenido en proteinas (PRO) y canti-
dad de calorias/100gr(CAL).

La tabla de datos ha sido extraida del libro de E. Diday, J. Lemaire, J. Pouget y
F. Testu (4).

La estrategia metodolégica que hemos llevado a cabo para llegar al resultado final;es
decir, a la matriz de distancias entre los operadores transformados y normados es la que

mostramos a continuacion:

Primera etapa: transformacion de una tabla de datos cuantitativos heteroge-
nea a una tabla disyuntiva completa.

Segunda etapa: construccion de k(k-1)/2 tablas de contingencias.
Tercera etapa: construccion de k(k-1)/2 T cuadrado de Tschuprow.

Cuarta etapa: construcciéon de k(k-1)/2 distancias entre operadores trans-
formados y normados

Primera etapa: transformacion de una tabla de datos cuantitativos heterogenea
en una tabla disyuntiva completa.

Los pasos a seguir son los siguientes:

1.2 Presentacion de la tabla de datos cuantitativos y un breve comentario sobre
ella.

2.2 Construccion de la tabla numérica.
3.2 Construccién de la tabla disyuntiva completa.

1.2 Presentacion de la tabla de datos cuantitativos y un breve comentario sobre
ella.
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TABLA DE DATOS CUANTITATIVOS

PRI FAU GLU PRO CAL

1 63 3635 4940 875 266
2 77 3190 5285 855 287
3 86 3515 5025 845 434
4 86 3530 5220 820 262
5 89 3350 4850 1150 280
6 91 3070 5260 905 293
7 92 3130 5280 920 290
8 92 3635 5030 810 266
9 95 3490 5010 900 276
10 95 3460 5135 830 275
11 106 3380 5230 930 268
12 74 3500 5330 860 259
13 76 4030 4880 755 238
14 85 3365 5415 830 262
15 57 3515 4970 1000 264
16 95 3960 4550 895 253
17 132 2925 5585 945 292
18 152 2720 5230 1030 326
19 153 2340 5410 930 358

Comentario: de la mera observacion de la tabla de datos cuantitativos concluimos
que es heterogenea.

2.2 Construccion de la tabla numérica.

Debido al caracter heterogéneo de la tabla de datos cuantitativos vamos a reem-
plazar las variables cudntitativas iniciales por variables cualitativas a tres modali-
dades tal como se indica en (4).
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TABLA NUMERICA

PRI FAU GLU PRO CAL
1 3 1 2 1
1 1 3 2 3
1 3 2 1 3
1 3 2 1 1
2 2 1 3 2
2 1 2 2 3
2 1 3 3 3
2 3 2 1 1
3 2 1 2 2
3 2 2 1 2
3 2 2 3 2
1 3 3 2 1
1 3 1 1 1
1 2 3 1 1
1 3 1 3 1
3 3 1 2 1
3 1 3 3 3
3 1 2 3 3
3 1 3 3 3
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3.2 Construccion de la tabla disyuntiva completa

TABLA DISYUNTIVA COMPLETA

PRI EAU GLU PRO CAL

PRIIPRI2PRI3 | EAUIEAU2EAU3 | GLUIGLU2GLU3 | PROIPRO2PRO3 | CALICAL2CAL3

0 0 1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 0 1 0
I 0 0 0 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0
I 0 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0 0
I 0 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 0 0
I 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 1 1 0 O
0 0 1 0 0 1 1 0 0 0 1 0 1 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1
0 0 1 1 0 0 0 1 0 0o 0 1 0 0 1
0 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 1

De la mera observacion de la tabla de disyuntiva completa concluimos que no es
necesario la eliminacién de ninguna columna ya que el nimero de unos en cada variable
indicadora es superior al 10%.
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Segunda etapa: construccion de k(k-1)/2 tablas de contingencia

En nuestro caso concreto tendremos que construir 10 tablas de contingencias.

60

EAUI EAU2 EAU3
PRI1 1 1 6
PRI2 2 1 1
PRI3 3 3 1
6 S 8

PRO!I PRO2 PRO3
PRI1 4 3 1
PRI2 1 1 2
PRI3 1 2 4
6 6 7

GLUl GLU2 GLU3
EAU1 0 2 4
EAU2 2 2 1
EAU3 4 3 1
6 7 6

CALI CAL2 CAL3
EAUI 0 0 6
EAU2 1 4 0
EAU3 7 0 1
8 4 7

CALI CAL2 CAL3
GLUI 4 2 0
GLU2 2 2 3
GLU3 2 0 4
8 4 7

@)}

19

~

19

GLUI GLU2 GLU3

PRI1 | 3 2 3
PR2 | 1 2 1
PR3 | 2 3 2
6 7 6

CALI CAL? CAL3

PRIL| 6 0 2
PRI2 | 1 1 2
PR3 | 1 3 3
8 4 7

PROI PRO2  PRO3
EAUL| 0 2 4
EAU2| 2 1 2
EAU3 | 4 3 1
6 6 7

PROI PRO2  PRO3

GLUL | 1 3 2
GLU2 | 4 1 2
GLU3 | 1 2 3
6 6 7

CALI CAL2 CAL3

PRO1 | 4 1 1
PRO2 | 3 1 2
PRO3 | 1 2 4
8§ 4 7

19

W

19

|

19

(o)}

19



Tercera etapa: calculo de las k(k-1)/2 T cuadrado de Tschuprow.

A partir de las tablas de contingencias podemos calcular facilmente las T cuadrado
de Tschuprow aplicando la férmula ya contenida en (1,2).

Asf como la matriz de distancias contendrd cuatro decimales la matriz T cuadrado
de Tschuprow contendrd 8 ya que pequefias variaciones en ésta matriz conlleva gran-

des variaciones en el cdlculo de los valores propios y por consiguiente, el redondeo no
es adecuado.

A continuacién mostramos los valores de las 10 T cuadrado de Tschuprow.

Torpav = 0,17276786  Thmciy = 0,02338435

Trripro = 0,10522959  Thrca = 0,19674745

Tiavew = 0,16775794  Tiavrro = 0,15585317
Tiwew = 0,73281250 Tewro = 0,10629252
Towwea = 0,18112245  Throca = 0,10522959

Interpretacion de la T cuadrado de Tschuprow

En el capitulo XIV del libro de Caillez,F y Pages,J-P (5) se hace una referencia en
cuanto a la interprecién de la T cuadrado de Tschuprow. Dicha referencia ha sido
extraida del libro de KendallM.G y Stuart,A(6). Estos autores dicen que el coeficiente
T cuadrado de Tschuprow sirve para medir el grado de asociacién entre dos variables
cualitativas. Dicho grado de asociacién varfa de O a 1, siendo mayor a medida que se
aproxima a 1.

Por consiguiente,

1. Las variables cualitativas que presentan mayor grado de asociacién son el
contenido en agua (EAU) con la cantidad de calorias (CAL) o viceversa.

2. Las variables cualitativas que presentan menor grado de asociacién son el
precio (PRI) con el contenido el glicidos (GLU) o viceversa.

3. Existen dos parejas de variables que presentan un grado de asociacién algo
mayor que el precio (PRI) con el contenido en glicidos (GLU).

Estas parejas de variables son: el precio (PRI) con el contenido en proteinas (PRO)
y el contenido en proteinas (PRO) con la cantidad de calorias (CAL).
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Cuarta etapa: construccion de k(k-1)/2 distancias entre operadores transformados
y normados

Aplicando la férmula que relaciona la distancia entre los operadores transformados
y normados con la T cuadrado de Tschuprow a nuestro caso concreto obtenemos los
siguientes resultados:

[”x—gﬂ‘%z—g” = 2 (1« Pruew | = 1,2863

Hx—g”HWLZ%” = 2(!- Thuow ) = 1,3976
(i s = U ) = v
d ”x—g"ﬁ = 2(1- Tharcas ) = 1,2675
d nggh\\&g\i =’ 2(1- Thwow ) = 1,2901

>

d ﬁ!\%gl\ = 2(1- Thwrro ) = 1,2993
d gjﬁ H&ZH = 2(1- Thwew ) = 0,7310
i g~ O T = e
d ”%:%HH%Z;H = 2 (1- Thwew ) = 1,2797
d H%:%H”vwvzg“ = J2(1- Tirogas ) = 1,3377
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Por consiguiente, la matriz de distancias entre operadores transformados y nor-
mados es:

1 2 3 < 5
0,0000 1,2863 1,3976 1,3377 1,2675

1,2863 0,0000 1,2901 1,2993 0,7310
1,3976 1,2901 0,0000 1,3369 1,2797
1,3377 1,2993 1,3369 0,0000 1,3377
1,2675 0,7310 1,2797 1,3377 0,0000

[, TN U SUR NG R

o
=,
o

W, D 2:EAU - 3:GLU - :

1:PRI- L
[w: o [w o [wl

4:PRO- WD s car WsD
[wiD| wsD|

CONCLUSIONES
— Cuando partamos de una matriz de datos cuantitativos heterogenea es aconsejable
pasar las variables cuantitativas iniciales a cualitativas. Es deseable que el niimero

de modalidades no sea elevado y a su vez sea el mismo.

— La distancia entre los operadores:

WDy W D

es la misma.

— Cuando deseemos construir la matriz de distancia entre operadores la opcién mds
indicada es la distancia entre los operadores transformados y normados:

m
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